Problema 1. Solucién. Consideremos la gréafica dirigida en la que cada primo del conjunto P
representa un vértice, existe una arista que va de p; a p; si p;p; tiene el color p;. Esto nos da una
grafica de un torneo (pues todos ’'juegan’ contra todos exactamente una vez). Diremos que p; le
gana a p; en caso de que se tenga la arista que sale de p; a p; (que p;p; tenga el color p;). Veamos
que el torneo es transitivo, es decir, que si p; le gana a p; y p; le gana a py, entonces p; le gana a
Pk Supongamos que p; le gana a p; y p; le gana a py, entonces p;p; es de color p; y p;py de color p;,
y supongamos que p;py tiene el color py, consideremos las diferentes formas de ’separar’ a p;p;py:

o pip;pr = (Dipj)Pr = pip;Pk tiene el color p; o el color py (pues p;p; es de color p;).

o pip;pr = Di(Pipr) = Pip;pi tiene el color p; o el color py, (pues supusimos que p;py es de color
Dk)-

o pip;ipr = (pipk)p; = Pip;pxk tiene el color p; o el color p; (pues p;py es de color p;).

Notemos que esto nos lleva a una contradiccion, pues no hay color posible que aparezca en los
tres casos enlistados, y claramente p;p;pi. debe ser de alguno de los colores p;, p; o p,. Entonces p;py,
es de color pj, es decir, p; le gana a p;. Con esto hemos probado que el torneo es transitivo. Es facil
probar que en un torneo transitivo siempre hay un vértice que le gana a todos los demas, se puede
hacer de manera inductiva, suponiéndolo cierto para n — 1 vértices y viendo cémo interactiian el
vértice n y el vértice ganador v del torneo inducido en los primeros n — 1 vértices (si v le gana al
n entonces v le gana a todos, y si n le gana a v, por la transitividad n le gana a todos). Con esto
concluimos que existe un primo p € P tal que le gana a todos los demas primos de P, veamos que
este primo cumple lo deseado.

Sea m € A tal que p divide a m, y supongamos que m tiene el color de otro primo ¢ (claramente
g|m). Veamos que los colores de p y de ¢ se intersectan:

e ¢ es de color ¢, y divide a pq que es de color p.
e p es de color p, y divide a m, que es de color q.

Entonces los colores de p y ¢ se intersectan, lo que es una contradiccion a las hipotesis del
enunciado. Entonces m debe ser de color p, como queriamos probar.



Problema 2.

Solucién:

Notemos que £C' = ALY XA, pero también, LC = LY AP = LY PA, es decir que LY XA =
LY PA = Y XPA ciclico. Llamemos al circuncirculo de Y XPA w y nombremos J = YF Nw.
AFJFE también es ciclico, pues LAJY = LAJF = LY XA = ALC = LAEF. Ahora, por potencia
de punto, YA2=YF.-YJ =YX -YB = BXFJ ciclico.

R =XFNAC. K YXF = AYXR = AB y AYAR = LY AC = 180 — 4B = YXRA es ci-
clico. LARY = LAXY = £C = YR | BC =Y — @ — R alineados.

ABXF = ABXC + AFXC = LA+ £C = 180° — B = ABFFE = FFE es tangente a
(BXFJ) = £JBQ = £JBF = £JYR = £JYQ = BJQY ciclico. Por potencia de punto,
FP-FA=FJ-FY =FQ-FB = FP = FQ, lo que queriamos probar.

Nota: Si se prueba que Y — Q — R alineados, puede usar potencia de punto en los cuadriléteros
ciclicos BXQR y X PRA para llegar al resultado deseado.



Problema 3. Demostraremos que la sucesiéon {b,} no es acotada. Supongamos lo contrario y
sea M una cota superior para {b,} (es decir b; < M para todo i € N). Veamos primero que para
todo k € N existen k términos consecutivos de la sucesion {a,} que son iguales a 1 (es decir, que
la sucesion {an} tiene tand?js arbitrariamente larga de unos). Definimos S,, = a; +as+---+a, y
P, =aias---ay,; asi, b, . Vamos a usar la siguiente observacion:

Sy’

. . P,
Observacion. Sean S, P, x,y enteros positivos con x > y. Luego Y

x > )

S+x~ S+y

Demostraciéon. Desarrollando queda SP(z — y) > 0, que es verdadero.

Ahora veamos el siguiente Lema. Para todo & € N, existen k términos consecutivos de la
sucesion {a,} que son iguales a 1.

Demostraciéon. Supongamos, por el contrario, que existe un £ € N tal que entre cada k
términos consecutivos de la sucesiéon hay al menos uno mayor que 1. Sea m > 2 cualquiera. Con-
sideramos los primeros km términos de la sucesion {an}. Los partimos en m bloques consecutivos
de k términos cada uno. En cada bloque hay, por hipétesis, al menos un niimero mayor o igual que
1. Luego, usando la observacion anterior repetidas veces tenemos:

I Pk (ar---ax) - (Qpm-1)11 " Qmk)
mk — -
Sk (a1 + -+ ag) + -+ (Qrm-1)41 + - + ami)
(1-1---2)---(1-1---2) B om
TA414+ 4+ 2)+ o+ (T 1+ +2) mk+ 1)
Tomando n suficientemente grande obtenemos b,,;, > (k——{—l) > M, absurdo. Esto demuestra el
m

lema. Usando el lema terminamos de resolver el problema. La idea, que enseguida formalizaremos,
es que si consideramos un bloque de 2 - 10° unos muy a la derecha, obtendremos entre ellos i < j
con j —i < 10% y con gl y -z enteros, y sabemos que a;y1 = a;42 = a;, entonces P; = P;.
i J
Sea P = P, = P;. Luego mem(S;, S;)| P, de donde P > mem(S;, S;). Pero por el siguiente lema
Ty

Lema. Sean x,y enteros positivos distintos, entonces mem(zx,y) >

z =yl
Demostraciéon. Como zy = mem(z,y) med(x,y) tenemos mem(zx,y) = . :
med(z,y) [z —y|
pues med(z, y)|r —y y por ende, med(z, y) < |z —y|. tenemos que P > mem(S;, S;) > —\S : jS ‘ >

S; S P S;
FGJ = g > 1_0st’ y como el bloque de unos esta tan a la derecha como queramos (lo cual es

consecuencia de contar con bloques de unos arbitrariamente grandes), concluimos que b; > —- 10 6 >

106 es tan grande como queramos, en particular mayor que M, absurdo.
A continuacién hacemos formal esta idea. Por el lema anterior, existen 106M 4 2-10° términos

consecutivos de la sucesién que son iguales a 1. Sean agy1,dq12,- - ., Ggr1090m+2100 (¢ > 0) tales
términos. Por el enunciado sabemos que existen indices 4, j € {¢+105M +1,...,q+10°M +2-10%}
con 1 < j —i < 10° tales que b; y b; son enteros. Sean S = a1 +az+---a; y P = aaz---a; ;
notemos que S > i > 106.



ﬁ Se sigue que P
es divisible por S y por S + (7 — 7). Luego el minimo comun multiplo mem(S, S+ (j —i)) de S'y
S+ (j — i) divide a P, y en particular, P > mcm(S,S + (j — 7)). Pero notemos que si z e y son
enteros positivos distintos, usando las propiedades zy = mem(z, y) med (z,y) y med(z,y) < |z —y)|

Tenemos que b; = ] y COMO @y = Qi = - -+ = a; entonces b; =

cuando x # y tenemos que mem(z,y) =

> . Usando este hecho resulta que
HlCd(.T Y |Z’ - yl

s SEHG=)) _SS+G-0)
A o e e R

luego

._. 6
P>(S—|—(j z))> S S 10°M

= > = > = M.
S (-1 j—i =106 7 106

P
Pero g = b; y entonces b; > M, contradiciendo que M sea cota superior para la sucesion {b,}.

Esta contradiccion viene de suponer que la sucesion {b,} es acotada, luego hemos demostrado lo
deseado.



Problema 3. Solucién

La distancia entre dos vértices de V', Ay B, la vamos a medir en “niimero de lados” del poligono
que hay que recorrer para ir de A a B, por el camino més corto. La denotaremos d(A, B).

Si entre los r vértices de V' hay cuatro distintos, A, B, C'y D, tales que d(A, B) = d(C, D),
entonces hay dos tridngulos congruentes. En efecto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que la situacién es una de las que se muestran en el dibujo:

Y entonces ABC' y DC'B son congruentes.



Reciprocamente, es obvio que si tenemos dos tridngulos que son congruentes, entonces entre los
vértices de esos dos tridngulos hay cuatro distintos , A, B, C'y D, tales que d(A, B) = d(C, D).

En definitiva, solo tenemos que demostrar que si 7(r—3) > n, entonces en V' hay cuatro vértices
distintos, A, B, C'y D, tales que d(A, B) = d(C, D).

Fijado un vértice de V', A, las posibles distancias a los demas pertenecen al conjunto {1,2,. .., [g] }.

Ademés, fijada una distancia d, puede haber a lo sumo dos vértices que estén a distancia d de A.

Si hay cuatro vértices de V', By, C1, By y Cs, tales que d(A, By) = d(A, By) vy d(A,Cy) =
d(A, Cy), entonces los tridngulos AB;C y AByCy son congruentes (intercambiando si es necesario
Cl y CQ)

A partir de ahora, supongamos que no hay dos tridngulos congruentes con vértices en V' y
vamos a probar que r(r — 1) < n.

Al considerar las distancias desde un A € V a los otros r — 1 vértices de V, solo una de las r — 1
distancias puede estar repetida. O sea que el cardinal del conjunto de distancias desde A tiene que
ser mayor o igual que r — 2.

El ntmero de posibles distancias entre vértices de V' (contando las repeticiones de distancias
que comparten un vértice; pero contando solo una vez d(A, B) = d(B, A)) es T(—Q_l) Por lo dicho
antes, de las que comparten un vértice solo una puede estar repetida. Ademas, si d fuera distancia
repetida para los vértices Ay B (o sea, existen en V' puntos C; y Cy distintos y D; y Dy distintos
tales que d(A,Cy) = d(A,Cy) = d(B, Dy) = d(B, Ds)), entonces los triangulos AC,Cy y BD1Ds
serfan congruentes.

El ntimero de posibles distancias distintas es [%} Como a lo sumo r de ellas estan repetidas,

podemos afirmar que el niamero total de distancias posibles (contando repeticiones) es [%} +r. En

consecuencia,

r(r—1) < [E

2 — L2

Si n es impar, ya hemos terminado: r(r — 3) < n.

Si n es par, parece que podria ser r(r — 3) = n y sin que haya dos tridngulos congruentes. Sin
embargo, esto no es posible. En el caso n par, para que se cumpla la igualdad, una de las distancias
seria precisamente n/2 (un didmetro, AB, del poligono). En ese caso, de nuevo para que se dé la
igualdad, tiene que haber dos vértices de V', pongamos C'y D que equidistan de A, Entonces,
también C'y D equidistan de B y tenemos que los tridngulos ACB y ADB son congruentes.

]—l—r 0 sea r(r—3)§2[g}

COMENTARIO FINAL

Hemos probado que si n < r(r — 3), entonces hay dos tridngulos con vértices en V' que son
congruentes. El reciproco no es cierto. Por ejemplo, si el valor de n es 5 0 6 y r = 4, habra dos
triangulos congruentes a pesar de que 7(r — 3) < n.

Por otra parte, es facil comprobar que la cota general obtenida es, al menos en algunos casos,
la mejor posible. Sin = 10y r = 5 (0 sea r(r — 3) = n), habra dos tridangulos congruentes. Si
n=11yr=>5 (osear(r—3) <n), se puede conseguir que no haya dos triangulos congruentes:



numeramos los vértices del poligono del 1 al 11 siguiendo el giro de las agujas del reloj; elegimos
los vértices 1, 2, 3, 5 y 8 y se puede comprobar que de los 10 tridngulos cuyos vértices estan entre
esos cinco no hay dos congruentes. De la misma manera, con n = 18 y r = 6, habra dos triangulos
congruentes. Si n = 19 y r = 6 se puede conseguir que no haya dos tridngulos no congruentes
eligiendo los vértices 1, 2, 3, 5, 8 y 13. Sin embargo, para n = 29 y r = 7, parece que es inevitable
que haya dos triangulos congruentes.

., Qué relacion tiene esto con la sucesion de Fibonacci?



Problema 5.

Prueba. Primero observamos que

2021 - 2022
S(A)+S(B) =1+24 ... +2021 = === = 2021 - 1011 = 43 47 - 3 337.

Como S(A)S(B) es un cuadrado perfecto, entonces existen enteros positivos a, b, ¢ tales que
S(A) = a*cy S(B) = b*c. Por lo tanto,

(a®> +b*)c= S(A) + S(B) =43 - 47 - 3 - 337.

Los primos 3,43, 47 de la forma 4k+3 por lo que no pueden expresarse como suma de cuadrados.
El primo 337 es de la forma 4k + 1 y se expresa como suma de cuadrados de forma tinica como
337 = 81 + 256. Por lo tanto, obtenemos que ¢ = 3-43 - 47 = 3- 2021 y {a? b*} = {81,256}.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que a®> = 81 y b?> = 256, por lo que buscamos
conjuntos A y B tales que S(A) = 3-81-2021 y S(B) = 3 - 256 - 2021. Podemos agrupar los
nameros {1,2,...,2021} de la siguiente forma,

{{2021}, {1, 2020}, {2,2019}, ..., {1010,1011} },

de manera que la suma de cada uno de ellos sea 2021. Asi, el conjunto A podria ser cualquier
escogencia de 3 - 81 de estos conjuntos y B podria ser los restantes 3 - 256.



Problema 4.
Prueba Solucion 1.. Usando que a* + 22 = (b+ ¢)? + (y + 2)?, obtenemos que

(—a+b+c)at+tb+o)+(—z+y+2)(z+y+2)=0+c)—a>+(y+2)°>—a>=0.
Anélogamente, obtenemos que
(a—b+c)a+b+c)+(r—y+2)(z+y+z)=(a+b—c)la+b+c)+(x+y—2)(x+y+2)=0.
Sumando todas, obtenemos que
(a+b+c)+ (x+y+2)>=0.

Por lo tanto, a + b+ ¢ = x +y + z = 0. Sustituyendo ¢ = —(a +b) y 2 = —(x + y), obtenemos
que

> +2° =04y = (a+b)*+ (z+y)

Si denotamos por 2t la expresion anterior, entonces de la tltima ecuacion deducimos que
ab+ xy = %(%2 — (a* + 2%) — (b* + %)) = —t%.
Tenemos entonces que
(2t — a?)(2t* — b?) = 2%y? = (£* + ab)? = 4" — 2t*(a® + b*) + a?b* = t* + 2t%ab + a*V°.

De esto deducimos que 3t? = 2(a® + ab+ b*) = a? + b + ¢®. De manera analoga obtenemos que
22 +y? + 22 = 3t%, y asi concluye el problema.

Prueba Solucion 2.. Denotamos la expresion comtn por 2t2. De esta manera, las tltimas tres
ecuaciones nos dan que

ab+ xy = ac+ 2z = be + 2y = —t2.
Usando

4t = (a® + 2*) (B> + 9?) = (ab+ zy)* + (ay — bx)? = t* + (ay — bx)?,



por lo que (ay — bx)? = 3t*. Analogamente, (az — cz)? = (bz — cy)? = 3t*. Finalmente, tenemos
que

(a® +0* + A) (2 + y* + 2°) = (ax + by + c2)* + (ay — bx)* + (az — cx)® + (bz — cy)?
= (az + by + c2)* + 3 - 3t* > 9t

Sin embargo, por la desigualdad de MA-MG tenemos que

2
(a2 + b2 + 02) ; (:L’2 + y2 + 22)) < (31&2)2 — gt

(@®+ 0+ A) (2 +y* +2%) < (

2

Con esto concluimos que debemos tener a? + b? + ¢? = 22 + y? + 22 = 3t?, como querfamos.



Reciprocamente, es obvio que si tenemos dos tridngulos que son congruentes, entonces entre los
vértices de esos dos tridngulos hay cuatro distintos , A, B, C'y D, tales que d(A, B) = d(C, D).

En definitiva, solo tenemos que demostrar que si 7(r—3) > n, entonces en V' hay cuatro vértices
distintos, A, B, C'y D, tales que d(A, B) = d(C, D).

Fijado un vértice de V', A, las posibles distancias a los demas pertenecen al conjunto {1,2,. .., [g] }.

Ademés, fijada una distancia d, puede haber a lo sumo dos vértices que estén a distancia d de A.

Si hay cuatro vértices de V', By, C1, By y Cs, tales que d(A, By) = d(A, By) vy d(A,Cy) =
d(A, Cy), entonces los tridngulos AB;C y AByCy son congruentes (intercambiando si es necesario
Cl y CQ)

A partir de ahora, supongamos que no hay dos tridngulos congruentes con vértices en V' y
vamos a probar que r(r — 1) < n.

Al considerar las distancias desde un A € V a los otros r — 1 vértices de V, solo una de las r — 1
distancias puede estar repetida. O sea que el cardinal del conjunto de distancias desde A tiene que
ser mayor o igual que r — 2.

El ntmero de posibles distancias entre vértices de V' (contando las repeticiones de distancias
que comparten un vértice; pero contando solo una vez d(A, B) = d(B, A)) es T(—Q_l) Por lo dicho
antes, de las que comparten un vértice solo una puede estar repetida. Ademas, si d fuera distancia
repetida para los vértices Ay B (o sea, existen en V' puntos C; y Cy distintos y D; y Dy distintos
tales que d(A,Cy) = d(A,Cy) = d(B, Dy) = d(B, Ds)), entonces los triangulos AC,Cy y BD1Ds
serfan congruentes.

El ntimero de posibles distancias distintas es [%} Como a lo sumo r de ellas estan repetidas,

podemos afirmar que el niamero total de distancias posibles (contando repeticiones) es [%} +r. En

consecuencia,

r(r—1) < [E

2 — L2

Si n es impar, ya hemos terminado: r(r — 3) < n.

Si n es par, parece que podria ser r(r — 3) = n y sin que haya dos tridngulos congruentes. Sin
embargo, esto no es posible. En el caso n par, para que se cumpla la igualdad, una de las distancias
seria precisamente n/2 (un didmetro, AB, del poligono). En ese caso, de nuevo para que se dé la
igualdad, tiene que haber dos vértices de V', pongamos C'y D que equidistan de A, Entonces,
también C'y D equidistan de B y tenemos que los tridngulos ACB y ADB son congruentes.

]—l—r 0 sea r(r—3)§2[g}

COMENTARIO FINAL

Hemos probado que si n < r(r — 3), entonces hay dos tridngulos con vértices en V' que son
congruentes. El reciproco no es cierto. Por ejemplo, si el valor de n es 5 0 6 y r = 4, habra dos
triangulos congruentes a pesar de que 7(r — 3) < n.

Por otra parte, es facil comprobar que la cota general obtenida es, al menos en algunos casos,
la mejor posible. Sin = 10y r = 5 (0 sea r(r — 3) = n), habra dos tridangulos congruentes. Si
n=11yr=>5 (osear(r—3) <n), se puede conseguir que no haya dos triangulos congruentes:



numeramos los vértices del poligono del 1 al 11 siguiendo el giro de las agujas del reloj; elegimos
los vértices 1, 2, 3, 5 y 8 y se puede comprobar que de los 10 tridngulos cuyos vértices estan entre
esos cinco no hay dos congruentes. De la misma manera, con n = 18 y r = 6, habra dos triangulos
congruentes. Si n = 19 y r = 6 se puede conseguir que no haya dos tridngulos no congruentes
eligiendo los vértices 1, 2, 3, 5, 8 y 13. Sin embargo, para n = 29 y r = 7, parece que es inevitable
que haya dos triangulos congruentes.

., Qué relacion tiene esto con la sucesion de Fibonacci?
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Problema 4. Solucién. Consideremos la grafica dirigida en la que cada primo del conjunto P
representa un vértice, existe una arista que va de p; a p; si p;p; tiene el color p;. Esto nos da una
grafica de un torneo (pues todos ’juegan’ contra todos exactamente una vez). Diremos que p; le
gana a p; en caso de que se tenga la arista que sale de p; a p; (que p;p; tenga el color p;). Veamos
que el torneo es transitivo, es decir, que si p; le gana a p; y p; le gana a py, entonces p; le gana a
Pk~ Supongamos que p; le gana a p; y p; le gana a py, entonces p;p; es de color p; y p;py de color p;,
y supongamos que p;pj, tiene el color py, consideremos las diferentes formas de ’separar’ a p;p;px:

o pip;pr = (Dipj)Pr = pip;Pk tiene el color p; o el color py (pues p;p; es de color p;).

o pip;pr = Di(Pipr) = Pip;pi tiene el color p; o el color py, (pues supusimos que p;py es de color
Dk)-

o pip;ipr = (pipk)p; = Pip;pxk tiene el color p; o el color p; (pues p;py es de color p;).

Notemos que esto nos lleva a una contradiccion, pues no hay color posible que aparezca en los
tres casos enlistados, y claramente p;p;pi. debe ser de alguno de los colores p;, p; o p,. Entonces p;py,
es de color pj, es decir, p; le gana a p;. Con esto hemos probado que el torneo es transitivo. Es facil
probar que en un torneo transitivo siempre hay un vértice que le gana a todos los demas, se puede
hacer de manera inductiva, suponiéndolo cierto para n — 1 vértices y viendo cémo interactiian el
vértice n y el vértice ganador v del torneo inducido en los primeros n — 1 vértices (si v le gana al
n entonces v le gana a todos, y si n le gana a v, por la transitividad n le gana a todos). Con esto
concluimos que existe un primo p € P tal que le gana a todos los demas primos de P, veamos que
este primo cumple lo deseado.

Sea m € A tal que p divide a m, y supongamos que m tiene el color de otro primo ¢ (claramente
g|m). Veamos que los colores de p y de ¢ se intersectan:

e ¢ es de color ¢, y divide a pq que es de color p.
e p es de color p, y divide a m, que es de color q.

Entonces los colores de p y ¢ se intersectan, lo que es una contradiccion a las hipotesis del
enunciado. Entonces m debe ser de color p, como queriamos probar.



Problema 5.

Solucién:

Notemos que £C' = ALY XA, pero también, LC = LY AP = LY PA, es decir que LY XA =
LY PA = Y XPA ciclico. Llamemos al circuncirculo de Y XPA w y nombremos J = YF Nw.
AFJFE también es ciclico, pues LAJY = LAJF = LY XA = ALC = LAEF. Ahora, por potencia
de punto, YA2=YF.-YJ =YX -YB = BXFJ ciclico.

R =XFNAC. K YXF = AYXR = AB y AYAR = LY AC = 180 — 4B = YXRA es ci-
clico. LARY = LAXY = £C = YR | BC =Y — @ — R alineados.

ABXF = ABXC + AFXC = LA+ £C = 180° — B = ABFFE = FFE es tangente a
(BXFJ) = £JBQ = £JBF = £JYR = £JYQ = BJQY ciclico. Por potencia de punto,
FP-FA=FJ-FY =FQ-FB = FP = FQ, lo que queriamos probar.

Nota: Si se prueba que Y — Q — R alineados, puede usar potencia de punto en los cuadriléteros
ciclicos BXQR y X PRA para llegar al resultado deseado.

Problema 6. Solucién 1:
Primero verifiquemos que ocurre si P(z) = ¢ constante. En este caso tendriamos que
0<7(c)=c

de donde ¢ es positivo. Sin embargo, 0 < 7(¢) < ¢ pues todos los divisores de ¢ son menores o
iguales que c. Ademaés solo se cumple la igualdad si ¢ = 1,2 pues en otro caso 1 < n—1|n lo cual



es imposible. Entonces P(z) =1 0 P(z) = 2.

Ahora supongamos que P(z) no es constante. Como 7(p®~!) = a, sabemos que la funcién 7 es

sobreyectiva en Z*, por lo que si escogemos un valor tal que 7(a) sea lo suficientemente grande y
evaluamos la relacion en este valor. Entonces sabemos que para algin valor z lo suficientemente
grande tenemos que

0<7(P(z)) = P(r(x))

por lo que el coeficiente principal de P es positivo
Sea A la imagen del polinomio y sea a = P(b) € A. Si evaluamos la condicién en n = b tenemos
que

Luego 7(a) € A.
Como P no es constante, sabemos que existe un m mayor a 2 en A.

Ahora notemos que 7(7(7(...(m)...))) = 2 si aplicamos suficientes veces 7, por lo mencionado
anteriormente al iterar 7, el valor decrece, ademas como el unico entero con solo un divisor es 1 y
m > 1 al aplicar 7 tenemos que eventualmente vamos a llegar a 2. Entonces 2 € A.

Si evaluamos la condicion del problema en un primo ¢, tenemos que
T(P(q)) =2

Luego P(q) es primo para todo primo q.
Ahora hay dos casos.

Caso 1: existe un primo ¢ tal que ¢ | p(k) para algin k pero no divide a ay.

Entonces es sencillo notar que (¢, k) = 1 pues si no lo fueran, ¢ | ag que es absurdo. Ademés
tenemos que evaluando modulo ¢ sabemos que

q|plk+qm) YmeZ*

Por el teorema de Dirichlet existen infinitos primos de la forma k 4 ¢m. En particular si toma-
mos uno suficientemente grande, P(k + gm) > ¢ pero sera multiplo de ¢. Por lo tanto P(k + gm)
no sera primo lo que nos da una contradiccion.

Caso 2: Todos los primos que dividen a P(z) dividen a ay.
Si {p | p primo en A } es finito, entonces algin primo ¢ aparece infinitas veces al evaluar P en

todos los primos. Entonces el polinomio P(x) — ¢ tiene infinitas raices por lo que debe ser 0y P
es constante en este valor. Sin embargo sabemos que P no es constante. Entonces {p | p primo en



A } es infinito.

Esto significa que ag tiene infinitos divisores primos por lo que ag = 0.

Por lo que P;z) € 7 para todo x. En particular si evaluamos en un primo, tenemos que para
q

P, q primos - es entero. Entonces p = ¢ y para todos los primos P es la identidad. Entonces el
polinomio P(z) — x tiene infinitas raices, de donde es 0. Entonces P(z) = z para todo x.

Solucion 2:
Si P es constante procedemos como antes para demostrar que P(zx) =1 o P(z) = 2.

Ahora supongamos que P(z) es de grado n > 0 y supongamos que P(z) # ax™. Entonces
podemos escribir P(x) = 2™Q(x) de tal forma que Q(x) no es constante y Q(0) # 0

Notemos que para p primo 7(p) = 2. Como P(x) no es cero para todo x y hay infinitos primos,
podemos evaluar la relacion en p tal que P(p) # 0 y obtener que

Vamos a demostrar que (x) implica implica una contradiccion. Sea A el conjunto de los primos
p tales que tales que p | Q(m) para algin entero m. Supongamos que A es finito y que el producto
de sus elementos es K. Entonces si tomamos un k lo suficientemente grande,

QUKQ(0)") = Q(0)(B +1)

con B+1+#0,1,—1. Por construcciéon todos los p € A dividen a B. Entonces tenemos un primo
que no esta en A que divide a Q((KQ(0))*). Lo que demuestra que A es infinito.

Como @Q(0) tiene un numero finito de divisores primos, sabemos que existen infinitos primos

que dividen a Q(m) para algin m y no dividen a Q(0). Tomemos un p que cumple lo anterior.
Entonces m no es 0 modulo p, pues si m =0 mdd p entonces

0=Q(m)=Q(0) mdd p

lo cual es absurdo.
Ademéas notemos que si a = m mdéd p entonces p | Q(a).

Sea P(2) = ¢, tomemos ¢ + 1 primos py,pa,...per1 € A tales que p; no divide a Q(0) para
ningun 7. Sea a; el valor tal que p; | P(a;), ya demostramos que (p;, a;) = 1.

Sea B = pips...pey1. Por el teorema chino del residuo sabemos que existe un a en modulo B
tal que a = a; mdd p; para todo i. Ademéas sabemos que (a, B) = 1.



Entonces por el teorema de Dirichlet existe algtin primo ¢ tal que ¢ = a mdd B. Por construc-
cion, p; | Q(q) para todo i. Entonces 7(P(q)) > ¢+ 1. Lo que contradice (x).

Entonces P(x) = az™, necesitamos que

7(az") = a(r(z))" (1)

para todo .
Si evaluamos (1) en x = 2, tenemos que

0<7(ax2")=ax2"

De donde ax2™ = 1,2. Comon > 0, tenemos que ax2" > 2 luego ax2"™ = 2dedonden = a = 1.

Entonces P(x) = x y ya esta.



